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Предложена математическая модель динамики двухвозрастной популяции с плотност-
ным лимитированием выживаемости. Проведено аналитическое и численное исследование 
модели. Показано, что в модели могут возникать регулярные, квазипериодические и хаоти-
ческие колебания, а также мультистабильность. В результате сравнительного анализа проде-
монстрировано, что совокупное влияние обоих типов регуляции существенно сужает область 
устойчивости нетривиального равновесия, в то время как увеличение выживаемости старшего 
возрастного класса расширяет её.
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EFFECT OF DENSITY-DEPENDENT REGULATION OF INDIVIDUAL 
SURVIVAL ON THE DYNAMICS OF A TWO-AGE POPULATION

V.P. Lyutar, G.P. Neverova

A mathematical model of two-age population dynamics with density-limited survival is 
proposed. Analytical and numerical investigation of the model is conducted. It is shown that regular, 
quasiperiodic and chaotic oscillations as well as multistability can occur in the model. As a result of 
the comparative analysis, it is demonstrated that the combined influence of both types of regulation 
significantly narrows the stability region of the nontrivial equilibrium, while the increase in the 
survival rate of the older age class expands it.
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В данной работе исследуется математическая модель динамики численно-
сти двухвозрастной популяции с сезонным характером размножения и плотност-
ным лимитированием выживаемости особей. 

Снижение выживаемости молоди с ростом плотности популяции является 
широко распространённым механизмом регуляции численности и может прояв-
ляться на различных стадиях онтогенеза. На эмбриональной стадии это может 
быть рассасывание эмбрионов, переход в латентное состояние или внутриутроб-
ная оофагия, как у живородящих акул [5]. На последующих стадиях регуляция 
может осуществляться через конкуренцию за ресурсы и внутривыводковую агрес-
сию, характерную для многих видов птиц и млекопитающих [4]. При этом выжи-
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ваемость потомства нередко зависит и от численности взрослых особей. У неко-
торых рыб наблюдается каннибализм, когда взрослые поедают молодь, тем самым 
ограничивая рост популяции [6].

Регуляция численности взрослых особей также подвержена плотностным 
эффектам. Сюда входят конкуренция за пищу, партнёра, территорию, а также по-
вышение риска гибели в результате хищничества или истощения ресурсов. Кроме 
того, при высокой плотности могут наблюдаться процессы эмиграции, которые 
эквивалентны снижению выживаемости оставшихся особей [2].

Отметим, что лимитирование выживаемости молоди считается эффектив-
ным механизмом регуляции скорости роста популяции, и его влияние на динамику 
довольно хорошо изучено [3]. Оно способно приводить к колебаниям численно-
сти или стабилизации популяции, в зависимости от интенсивности внутривидо-
вой конкуренции и биологических особенностей вида. Напротив, лимитирование 
выживаемости взрослых особей само по себе не препятствует росту численности, 
что показано в ряде [2, 3]. Поэтому влияние плотностно-зависимого лимитирова-
ния старшего класса целесообразно рассматривать в комплексе с другими меха-
низмами регуляции. 

В рамках данной работы предлагается модель динамики популяции, объ-
единяющая два механизма плотностно-зависимой регуляции — лимитирование 
выживаемости как молоди, так и взрослых особей. Это позволяет учесть влияние 
возрастной структуры на динамику популяции и получить представление о сово-
купном влиянии обоих типов регуляции на возможные сценарии ее развития. При 
этом предполагается, что к началу очередного сезона размножения популяция 
может быть представлена совокупностью двух возрастных классов: младшего, 
включающего неполовозрелых особей, и старшего, состоящего из особей, прини-
мающих участие в размножении. Считается, что интервал между двумя последо-
вательными периодами размножения, достаточен для развития особей младшего 
возраста до половозрелого состояния, а новорожденных особей – до состояния 
младшего возраста. Уравнения, описывающие численность таких популяций с 
учётом плотностного лимитирования выживаемости, имеют следующий вид:

где xn – численность младшего возрастного класса в период n; yn  – численность 
старшего возрастного класса; a – средний коэффициент рождаемости; s и v – 
выживаемости соответствующих возрастных групп (0<s,v≤1) в отсутствие про-
цессов лимитирования;  и  – интенсивности снижения выживаемостей с ростом 
численностей соответствующих возрастных групп. Отметим, что в данной рабо-
те предполагается, что внутривидовая конкуренция и процессы лимитирования 
оказывают одинаковое влияние на выживаемость как молоди, так и взрослых осо-
бей.

(1)
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Проведено аналитическое и численное исследование предложенной моде-
ли, для этого произведен переход к системе с относительными численностями, 
путем замен ax→x, ay→y, и . Показано существование тривиального и един-
ственного нетривиального решений системы. Устойчивость решений определя-
ется значениями собственных чисел λ, удовлетворяющих характеристическому 
полиному матрицы Якоби исследуемой модели, по хорошо известной методоло-
гии [1]. Подставляя ,  и θλ iå±=  в характеристический полином, были 
определены границы области устойчивости для каждой из неподвижных точек. 

Найденные области устойчивости ненулевой неподвижной точки при раз-
личных значениях параметров приведены на рис. 1 (верхний ряд). Как видно, 

Рис. 1. Области устойчивости нетривиального равновесия модели (1). Верхний 
ряд – параметрические портреты модели (1). Нижний ряд соответствует 

случаю лимитирования только выживаемости молоди. Область устойчивости 
залита серым;  – линия бифуркации удвоения периода;  θλ iå±=  – линия 

бифуркации Неймарка-Сакера

Fig. 1. Stability area of nontrivial fixed point of model (1). Top row - parametric 
portraits of the model (1). Bottom row corresponds to the case of limiting only the 
survival of young class. Stability area is filled by gray;  – period doubling 

bifurcation;  θλ iå±=  – Neumark-Sacker bifurcation line



97

МатеМатическое Моделирование в биоресурсных задачах

потеря устойчивости возможна как по сценарию Неймарка-Сакера, так и через 
бифуркацию удвоения периода, при этом с ростом коэффициента рождаемости 
возможна стабилизации динамики популяции (рис. 1, верхний ряд). Отметим, 
что при значениях рождаемости меньше  популяция гибнет (устойчиво три-
виальное равновесие), при  происходит транскритическая бифуркация, и 
нетривиальное равновесие приобретает устойчивость. Если , то система 
выходит на стационарный уровень и ее динамика стабилизируется. Дальнейший 
рост значений параметра а может привести к возникновению двухгодичных ко-
лебаний, которые затем стабилизируются, и уже после наблюдается переход к 
квазипериодической динамике (рис. 1, верхний ряд). Построенная бифуркаци-
онная диаграмма отражает все описанные аспекты аналитического исследования 
и демонстрирует, что динамика популяции может стабилизироваться при увели-
чении параметра  (рис. 2а). По-видимому, возможность стабилизации связана с 
процессами плотностной регуляции (параметр ), которые в данном случае пода-
вляют колебания и выводят численность популяции на плато.

При  , где  – ордината точки минимума бифуркационной линии 
 в плоскости параметров , потеря устойчивости нетривиального рав-

новесия с ростом а всегда происходит по сценарию Неймарка-Сакера, то есть воз-
никают квазипериодические колебания (рис. 1). В свою очередь при , где

 – абсцисса точки пересечения границы θλ iå±=  с осью Oa в плоскости , с 
ростом значений  потеря устойчивости реализуется через бифуркацию удвоения 
периода. При этом увеличение интенсивности экологического лимитирования 
способно как стабилизировать динамику популяции, так и раскачать колебания, 
что и демонстрирует бифуркационная диаграмма, представленная на рис. 2б.

Рис. 2. Бифуркационные диаграммы по фазовой переменной   
 а) по параметру  при ; б) по параметру  при 

Fig. 2. Bifurcation diagrams for the phase variable   
 a) by parameter  at ; b) by parameter  at 
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Таким образом, показано, что сценарий потери устойчивости, а именно ха-
рактер возникающих колебаний зависит не только от интенсивности экологиче-
ского лимитирования, но и от скорости роста популяции. Дополнительно было 
проведено сравнении случаев, когда в популяции регуляция численности осу-
ществляется только через лимитирование выживаемости молоди с системой (1) 
(рис. 1). Как оказалось, совокупное влияние обоих типов регуляции существенно 
сужает область устойчивости нетривиального равновесия, в то время как увели-
чение выживаемости старшего возрастного класса расширяет (рис. 1). Следова-
тельно, в случае совокупного влияния обоих типов лимитирования выживаемости 
особей, колебания численности могут возникать при более низких значениях ско-
рости роста популяции. При построении бифуркационных диаграмм также было 
установлено, что в системе возникает мультистабильность, т.е. вариация началь-
ного условия может оказывать влияние на тип достигаемого динамического режи-
ма (рис. 2б).
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